La influencia de los errores
conceptuales en la ensenanza de

las matematicas en la universidad _

l. Introduccion

En 1a actualidad, una de las lineas de inves-
tigacion mas productivas en didactica de las
ciencias es el analisis de la influencia de los
errores conceptuales de los estudiantes en
la adquisicién de nuevos conocimientos.
Una prueba de ello es el hecho de que es
posible encontrar en la literatura cientifica
una gran cantidad de referencias a estu-
dios realizados en esta direccion (Clement
y col. (1998), Marti (1996)). Generalmente
estos estudios se enmarcan en el contexto
de lo que se conoce como ensefianza para
el cambio conceptual, que constituye una
de las lineas actuales mas productivas en la
ensefianza de las ciencias (Hewson y Beeth
(1995), Duschl (1995), Gil y col. (1991)).
Esto es debido, en parte, a que se trata de
una cuestion que esta muy ligada a ciertos
presupuestos tedricos ampliamente acep-
tados por los profesionales de la didactica.
De hecho, uno de los pilares esenciales
sobre los que descansa la fundamentacién
teorica de nuestro sistema de estudios es la
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Aunque la
investigacion
educativa sobre
errores conceptuales
(EC) tenga su campo
de accion mas amplio
y divulgado en la
ensenanza media,
también existen
trabajos que
pretenden realizar un
seguimiento en este
ambito de los
alumnos tras su
incorporacion a la
universidad. Este es el
€aso que nos
presentan los autores.
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naturaleza constructiva del aprendizaje.
Desde los primeros pasos dentro del sistema
educativo, los estudiantes adquieren conoci-
mientos que, ademds de constituir un objeti-
vo en si mismos en funcién de su utilidad
practica, seran utilizados en los niveles supe-
riores como base para la ensenanza de con-
ceptos mas abstractos (Gil y col. (1991). Esta
situacion se hace especialmente patente en
las materias cientificas, y en particular, en la
ensefianza de las matematicas: la aritmética
gue se enseha en la educacion primaria for-
ma parte de los elementos culturales basicos
de cualquier individuo, pero seria impensable
la adquisicion de los contenidos matematicos
propios de la ensefianza secundaria sin estos
conocimientos.

Esta concepcion evolutiva en la ensefanza
de las matematicas nos conduce a consi-
derar cuales son los presupuestos teoricos
con respecto a las capacidades intelectua-
les de los estudiantes en las que se basa.
Generalmente se admite, siguiendo las
ideas de J. Piaget y de otros investigadores,
que el desarrollo intelectual durante la
adolescencia y aun después se circunscribe
al ambito de las llamadas operaciones
logico-formales, aunque en la actualidad
se estdn reconsiderando estos plantea-
mientos, que quizd sean excesivamente
reduccionistas (Corral (1995)). Una vez
superada la educacion secundaria, es posi-
ble la introduccion de una mayor abstrac-
cion en la ensefanza, lo cual permite la
comprensidn de las materias formales en
toda su complejidad. Este es habitualmente

el enfoque en la educacion universitaria.
En este planteamiento no parece quedar
claro el papel de la contextualizacion de
los conocimientos adquiridos, aunque
éste es precisamente uno de los factores
importantes en la ensefanza de las ma-
tematicas (J.M. Nunez y V. Font (1995),
C. Sdenz (1995)). En nuestra opinion, el
problema radica precisamente en la apli-
cacion de las matematicas elementales,
que son perfectamente conocidas por los
estudiantes universitarios, en contextos
inmediatos. Por poner un ejemplo que
estudiaremos con detalle posteriormente,
podemos considerar un error conceptual
basico el hecho de escribir incorrecta-
mente mediante una férmula una rela-
cion de proporcionalidad.

La idea central que queremos desarrollar
en este articulo es la siguiente: es posible
que algunas deficiencias conceptuales que
consideramos errores basicos, en realidad, no
tengan ninguna influencia en la adquisi-
cién de los nuevos conocimientos cientifi-
cos propios de los temarios de las asigna-
turas universitarias, aunque evidentemente
si la tengan en el desarrollo de ciertas apti-
tudes que consideramos fundamentales en
los futuros universitarios, como la capaci-
dad critica y la creatividad en la resolucion
de problemas. Estas cualidades son propias
de lo que generalmente entendemos, en un
sentido amplio, como madurez intelectual.
Sin embargo, muchos de los alumnos de los
primeras cursos incorporan los conocimien-
tos impartidos en las aulas universitarias



mediante los mecanismos caracteristicos
de las operaciones logico-formales que
han empleado durante toda la formacion
anterior, es decir, aprendiendo los procedi-
mientos de resolucion de problemas sin la
reflexion que deberia conducirles a la pos-
terior aplicacion creativa de los nuevos
conceptos en contextos mas generales. Por
lo tanto, las asignaturas de ciencias, que
supuestamente deberian proveerles de la
base conceptual necesaria para sus estu-
dios posteriores, no les dotan de la desea-
ble comprension globalizadora de todos
los conocimientos adquiridos, si no que
solo amplian el conjunto de técnicas
formales que manejan con habilidad. De-
beriamos, en este sentido, cuestionar la
adecuacion de los presupuestos tedricos
que conducen a una excesiva insistencia
en el desarrollo del pensamiento légico-
formal en cualquier etapa de la ensenanza,
desatendiendo los aspectos intuitivos. En
este aspecto, nuestra opinion coincide ple-
namente con la de A. Corral (Corral, 1995).
Pretendemos, con nuestro estudio aportar
nuevos datos que pensamos muestran las
consecuencias que tienen este tipo de
practicas educativas excesivamente for-
males en la posterior ensenanza universi-
taria.

Il. Metodologia
y plateamiento del trabajo

Desde este punto de vista es perfectamen-
te comprensible el hecho que hemos
observado en las aulas de nuestra universidad.
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Como parte de las asignaturas de algebra,
calculo y mecanica que se cursan en el pri-
mer curso de las Ingenieria Técnica de
Obras Publicas de la Universidad Politécni-
ca de Valencia, venimos realizando, desde
hace tres anos, unas practicas interdisci-
plinares en el aula de informatica. En ellas
se plantean problemas de aplicacién prac-
tica de los contenidos explicados en las
tres asignaturas, que los estudiantes deben
resolver en grupos. Este es el contexto en
el que desarrollamos nuestra linea de
investigacion en diddctica de las ciencias
(Sanchez y col. (1999)). Los estudiantes de-
ben presentar una memoria de las practi-
cas realizadas. En ellas, y en las tutorias en
las que plantean sus preguntas, hemos
podido observar que existen ciertos errores
de aplicacion de conceptos elementales de
matematicas y mecanica que se repiten en
un tanto por cien muy alto de estudiantes.
Posiblemente, el problema mas complicado
a la hora de plantear un estudio sistemati-
co sobre este tema sea el de determinar
con precision el tipo de contenidos que
consideramos “elementales”. Desde nues-
tro punto de vista, esta cuestion tiene tan-
tas respuestas como proyectos de investi-
gacion se han llevado a cabo sobre este
asunto. En nuestro caso, y a partir de los
errores mas comiunmente observados en
nuestros alumnos, hemos centrado nues-
tro andlisis en dos puntos, que son los
siguientes:

. Conceptos elementales de geometria
y mecanica: volumenes y pesos. En las
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magnitudes geométricas fundamentales,
con las que los estudiantes han tenido con-
tacto desde la ensenanza primaria, suelen
presentarse errores conceptuales facilmente
detectables. Ademds, las deficiencias en la
aplicacion de estos conocimientos en con-
textos concretos pueden condicionar la
comprension y posterior aplicacion adecua-
da de teorias mas abstractas.

2. Relaciones algebraicas basicas: propor-
cionalidad y ecuaciones lineales. Al igual
que los del apartado anterior, los errores
conceptuales relacionados con estos con-
tenidos pueden tener consecuencias muy
negativas en la aplicacion de las matemati-
cas a problemas reales. La resolucion co-
rrecta de sistemas de ecuaciones lineales
muy complicados utilizando las técnicas
del algebra de matrices puede ser intras-
cendente si los estudiantes no son capaces
de plantear un sistema asociado a un
problema real.

Con el fin de aportar datos objetivos a nues-
tras conclusiones sobre las tendencias
observadas en las practicas anteriormente
citadas, disenamos un sencillo test sobre
los contenidos basicos y avanzados de las
materias implicadas, que son las que cons-
tituyen el bloque de conocimientos forma-
les de la formacion de los ingenieros, y que
ya hemos citado anteriormente: algebra,
calculo y mecanica. El test se utilizo al final
del curso 1996/1997 con los alumnos de
primer curso de la Escuela Técnica de Obras
Publicas de la Universidad Politécnica de

Valencia, vy las estadisticas y conclusiones
que presentamos corresponden a las ob-
tenidas a partir de estos datos. Del anali-
sis independiente de las respuestas dadas
a las diez preguntas de este test pudimos
confirmar ciertas tendencias que ya habia-
mos observado sobre las deficiencias con-
ceptuales fundamentales existentes. De la
comparacion de estos resultados con otras
estadisticas correspondientes a las notas de
los examenes y de las practicas de estos mis-
mos alumnos, establecimos las correlacio-
nes que légicamente deben existir entre
unos datos y los otros, en los casos en los
que éstas se dan, e interpretamos desde
nuestro punto de vista el problema en los
casos en los que no se dan.

El test en cuestion que hemos disefiado
consta de diez preguntas, de las cuales
cuatro hacen referencia a contenidos
basicos que todos los alumnos deberian
conocer al acceder a los centros de for-
macién universitaria. Las otras seis son
preguntas especificas que implican con-
ceptos de los temarios de las tres asigna-
turas citadas, pero de un nivel también
muy elemental. Estas seis preguntas tie-
nen también una relacién directa con los
temas tratados en las practicas interdisci-
plinares que hemos comentado anterior-
mente. En la mayor parte de las cuestio-
nes se proponen tres respuestas —entre
ellas la correcta— de manera que los
alumnos tienen que seleccionar una de
ellas. El diseno de las preguntas de los
dos grupos —que llamaremos "grupo de



preguntas de conceptos basicos" y "grupo
de preguntas de conceptos avanzados'—
responde a intenciones diferentes, como
cabria esperar del planteamiento de la
experiencia.

Los contenidos de las cuestiones del gru-
po de conceptos basicos hacen referencia
a cuestiones geométricas elementales —co-
mo el calculo del volumen de un cubo cono-
ciendo la longitud de un lado—, y al plante-
amiento de relaciones sencillas mediante
ecuaciones lineales —como el reconocer la
formula que representa una relacion de
proporcionalidad entre dos magnitudes—.
El grupo de cuestiones avanzadas, sin em-
bargo, trata de conceptos mas abstractos.
Algunos ejemplos son: la interpretacion de
la derivada de una funcidn real de variable
real como una velocidad generalizada, el
concepto de gradiente de una funcion de
dos variables desde el punto de vista geo-
métrico, o la clasificacion de un sistema
mecanico en estatica en funcion de los gra-
dos de libertad y de la clasificacion del sis-
tema de ecuaciones lineales que lo repre-
senta. Todos estos contenidos deben ser
perfectamente conocidos por los alumnos
que hayan cursado las tres asignaturas
implicadas en nuestro estudio. Como el
lector puede comprobar, el planteamiento
mismo de la experiencia no permite obte-
ner conclusiones categoricas sobre el pro-
blema, aunque si confirmar las tendencias
comentadas anteriormente. Por otra par-
te, consideramos la muestra con la que
hemos trabajado —104 tests resueltos— lo
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suficientemente grande como para certifi-
car la validez de nuestras conclusiones
estadisticas.

Ill. Resultados estadisticos
obtenidos

Para todos los caleulos estadisticos, hemos
utilizado el programa SPSS. En primer lugar,
presentamos la estadistica descriptiva de
los resultados del test de conceptos basi-
cos. Sobre un total de 104, el promedio de
respuestas correctas en cada una de las
cuatro cuestiones de este grupo de pre-
guntas es 80,75, por lo que el promedio
de respuestas erréneas es de 23,25, sien-
do la desviacién de estos promedios
pequena, lo que significa que aproxima-
damente el 20 por ciento de los alumnos
de primer curso contesta mal a cada una
de las preguntas de contenidos basicos.
Las frecuencias de aciertos en los dos gru-
pos de preguntas vienen dadas en las
tablas 3.1y 3.2.

Tabla 3.1
Respuestas Nimero de %
acertadas alumnos
0 2 19
1 6 58
2 17 16,3
3 32 30,8
4 47 45,2
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Tabla 3.2
Respuestas Namero de %
acertadas alumnos
0 0 0
1 19
2 7 6,7
3 14 13,5
4 25 24,0
5 39 375
6 17 16,3

Para analizar la influencia de los cono-
cimientos implicados en el disefio de las
preguntas del grupo de conceptos basi-
cos y del grupo de conceptos avanzados,
hemos aplicado un test de comparacién
de medias (t de Student) sobre las pun-
tuaciones obtenidas por los alumnos de
la muestra como notas finales de curso
en las tres asignaturas, asumiendo que
estas tres puntuaciones siguen una ley
de distribucion normal. Para ello, hemos
utilizado como criterio de separacion de
la muestra inicial en cada caso, el haber
"aprobado” o "suspendido” el test de
conceptos basicos y el test de conceptos
avanzados. Las notas que hemos utiliza-
do de las tres asignaturas no estdn nor-
malizadas, lo que justifica la disparidad
entre sus valores medios; este hecho,
obviamente, no afecta en absoluto a la
aplicacion del test de comparacion de
medias indicado, ya que se aplica por

separado a las puntuaciones de las tres
asignaturas. A la vista de los resultados
de las tablas 3.1 y 3.2, con el fin de que
nos quedara aproximadamente el cin-
cuenta por ciento en cada grupo, hemos
considerado “"superado” (puntuacion 1)
el grupo de preguntas de conceptos
basicos si el alumno tenia las cuatro
preguntas de este grupo bien contesta-
das, y el grupo de preguntas de con-
ceptos avanzados si el alumno tenia cin-
co o seis preguntas correctamente
contestadas. En otro caso, hemos consi-
derado "no superado” (puntuacion 0) el
grupo de preguntas correspondiente.
Los resultados obtenidos se presentan
en las tablas 3.3 y 3.4, en las que apare-
cen cinco columnas. En la tercera se
muestran las medias de las calificacio-
nes finales de curso sin normalizar en
las tres asignaturas, para el grupo de
alumnos que no han superado el test
correspondiente (0 en la columna se-
gunda) y el grupo de alumnos que si lo
han superado (1 en la columna segun-
da). La columna quinta presenta el
resultado de la aplicacion del test t de
Student: el nivel de significacion p. Con-
sideramos que las medias son significa-
tivamente diferentes cuando el valor de
p es estrictamente menor que 0,1. El
numero total de alumnos en cada asig-
natura es diferente, ya que muchos de
los alumnos que hicieron el test tenian
ya aprobadas en este curso alguna de
las asignaturas, o bien no se presenta-
ron a los examenes.
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Tabla 3.3
Medias comparadas de las notas finales de las tres asignaturas
en el grupo de preguntas de conceptos bdsicos

Asignatura AJS test basico No alumnos Medias Significacion
Calculo 0 39 53013

1 31 55123 0,538
Algebra 0 37 3,8595

1 29 44828 0,193
Mecanica 0 20 6,0200

1 24 6,0333 0972

Tabla 3.4

Medias comparadas de las notas finales de las tres osignaturas en
el grupo de preguntas de conceptos avanzados

Asignatura AJS test basico No alumnos Medias Significacion
Céleulo 0 28 51446

1 42 5,5607 0,227
Algebra 0 30 36517
 m o 1 36 4,5347 0,062
Mecanica 0 19 55421

1 25 6,3960 0,022

Con respecto a las calificaciones obtenidas
por los alumnos en el curso de practicas
interdisciplinares anteriormente citado, se
observa que existe una correlacién positiva
cuando se comparan las calificaciones obte-
nidas en este curso y en el test de conceptos
avanzados. Sin embargo, no existe correla-
cion cuando se compara con las calificacio-
nes en el test de conceptos basicos.

IV. Analisis de los resultados
y conclusiones

El primer resultado que es interesante des-
tacar es la alta proporcion de errores que se
observa en el grupo de preguntas de con-
ceptos basicos. El veinte por ciento de nues-
tros alumnos de primer curso contesta mal
a cuestiones planteadas sobre contenidos
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que deberian haber adquirido, en algunos
casos, en la ensenanza primaria. Por ejem-
plo, en el caso de la formalizacion de las
relaciones de proporcionalidad citado
anteriormente, esta tendencia ya habia
sido observada en afos anteriores en la
realizacion del curso de practicas: para
expresar que x vale el triple que y, uno de
cada cinco estudiantes escribe 3x=y. La
tabla 3.1 aporta mas informacion sobre
este particular: aunque el grupo mayorita-
rio de alumnos (47) responde correctamen-
te a todas las preguntas basicas, mas del
cincuenta por ciento se equivoca en al
menos una de estas cuestiones. La tabla
3.2, que indica el nimero de alumnos que
obtiene una puntuacion determinada en el
grupo de preguntas avanzadas, nos permi-
te observar que en este caso el grupo
mayoritario (39) contesta correctamente
cinco de las seis cuestiones, siendo sélo 17
los estudiantes que contestan a todas
correctamente. En este caso, mds del cin-
cuenta por cien contesta bien al menos
a cinco preguntas.

Pero los resultados mas interesantes de
nuestro estudio vienen dados en las tablas
3.3 y 3.4. Se observa que en todas las asig-
naturas existe una diferencia entre las
medias de las calificaciones de los alumnos
que han obtenido una calificacion buena
y los que no lo han hecho en los dos grupos
de preguntas, y que ademds esta diferencia
tiene el signo adecuado. Es decir, la media
de las calificaciones es mayor si la puntua-
cién en los tests es mejor. Sin embargo, esta

diferencia solo es significativa en dos
casos, que son las asignaturas de algebra
y mecanica con respecto al test de pregun-
tas avanzadas, observandose también en
Calculo que la diferencia entre medias
aumenta de la tabla 3.3 a la 3.4. La influen-
cia de los resultados en el test de concep-
tos bdsicos en la diferencia entre medias
no es, en ningun caso, significativa. Aun
teniendo en cuenta el escaso nimero de
preguntas en cada grupo, y los posibles
errores en el disefno y adecuacion de nues-
tro test, consideramos que este resultado
es, cuanto menos, llamativo, ya que parece
indicar la tendencia de que en realidad los
posibles defectos formativos de nuestros
alumnos en cuestiones bésicas pueden no
ser determinantes para la superacion de
nuestras asignaturas. Los conceptos espe-
cificos, que corresponden al segundo gru-
po de preguntas, que resultan sin embargo
determinantes, como cabria esperar. Debe-
mos recordar que, aunque las preguntas
que aparecen en este grupo son muy sen-
cillas, corresponden a contenidos de nues-
tras asignaturas. La correlacion observada
entre las calificaciones de las practicas y el
segundo test parece confirmar lo anterior.

Con esta experiencia hemos querido corro-
borar lo que ya habiamos venido observan-
do en los afos anteriores de nuestra expe-
riencia docente. La ensehanza universitaria
en las materias formales, al menos en el
caso de los estudiantes de ingenieria, no
parece servir para afianzar definitivamen-
te y generalizar los conceptos previamente



aprendidos con el fin de aplicarlos poste-
riormente a las asignaturas especificas de
ingenieria; mas bien parece superponer
sobre una base conceptual mal asimilada
una serie de técnicas especificas, a veces
muy complejas, pero sin una conexion cla-
ra con lo anterior. Esta es la principal con-
clusion de nuestro trabajo. Nuestra inter-
pretacion de este hecho sigue la linea del
analisis realizado por A. Corral. La falta de
atencion a los factores intuitivos y la exce-
siva insistencia en la ensefanza de las
habilidades propias del pensamiento l6gi-
co-formal en la educacién secundaria y uni-
versitaria conduce a un dominio optimo de
las técnicas formales que no necesaria-
mente conlleva su aplicacion correcta. Esto
es especialmente llamativo en lo que se
refiere a las cuestiones que hemos califica-
do de basicas. Por tanto, la mayor comple-
jidad conceptual de los conacimientos que
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Apéndice

Las siguientes preguntas constituyen el test de preguntas bdsicas al que hemos hecho refe-
rencia. Los contenidos del test de preguntas avanzadas, de los que ya hemos hecho una des-
cripcion en el texto, son mas especificos de las asignaturas impartidas, y por lo tanto nos
parece de menor interés presentar todas las preguntas (para mas informacion sobre este par-
ticular, véase Sanchez y col. (1999)).

1) La densidad de la plancha de la figura es igual a 2 unidades en la parte sombreada e igual
a 1 unidad en la parte no sombreada. Situar aproximadamente el centro de gravedad.

.

2) El gasto en la produccion en la planta 1, que llamamos xi, es el triple que ese gasto en la
planta 2, que llamamos x.. La ecuacién que representa esta relacion es:
Respuesta: 1) 3x;=x,
2) x;=3x,
3) Xy=x,

3) Dar una solucion particular del sistema:
-,/Ex +y+z2=0
y+x+e"z=0
Respuesta: (escribe la s0luCion AQUI)...eeeeveee

4) Consideremos un cubo de lado [ y de volumen V. ;Cudl es el volumen de un cubo de

[ 14 v 1%

lado 27 Respuesta: 1) 2 296 3 8
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Resumen

En este articulo presentamos algunas conclusiones sobre la influencia de los errores con-
ceptuales en la ensehanza de las matematicas en la universidad. En particular, estudia-
mos este problema en el primer curso de la Escuela Técnica Superior de Ingenieros de
Caminos, Canales y Puertos de la Universidad Politécnica de Valencia. Utilizamos un sen-
cillo test como herramienta para anadir algunos datos objetivos a nuestras impresiones
previas sobre este problema.

Palabras clave: errores conceptuales, matematicas, universidad.

Abstract

In this paper we present our conclusions about the influence of the conceptual errors in
the teaching of mathematics in the University. In particular, we study this problem in the
first course of the Civil Engineering School of the Politechnical University of Valencia
(Spain). We use a simple test as a tool in order to add objetive data to our previous obser-
vations.

Key words: conceptual errors, mathematics, university.
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