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RESUMEN

En este articulo, revisamos algunas ideas teoricas que nos ayudan a
comprender las matematicas de 0 a 3 afios, y a guiar la planificacion de la
enseflanza de maestros y educadores infantiles para estas edades.
Destacamos ideas relacionadas con la cognicion corpérea, la matemética
informal, la matemética emergente y la educacibn matematica realista.
Después, describimos experiencias matematicas desarrolladas en un aula con
nifios y nifas de dos afios. Concluimos con unas reflexiones sobre la
necesidad de articular las teorias con la practica, a fin de poder interpretar las
practicas docentes y la actividad infantil. También sefialamos la direccién que
lleva la educacion matematica infantil de O a 3 afos.
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ABSTRACT

In this article, we review some theoretical ideas that improve our understanding
of mathematics from zero to three years, and guideteachers and early childhood
educators when theyplan their teaching for these ages. We highlight ideas
related to embodied cognition, informal mathematics, emergent mathematics
and realistic mathematics education. Then, we describe mathematical
experiences from a classroom with children of two years. We conclude with
some reflections on the need to articulate theory and practice, in order to
interpret teaching practices and children activity. We also point out the direction
leading mathematics education of children with zero to three years.
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1. INTRODUCCION

Los niflos comienzan a desarrollar su pensamiento matematico desde
gue nacen (Butterworth, 1999; Castro, Cafladas y Castro-Rodriguez, 2013;
Dehaene, 1997; Lago, Jiménez y Rodriguez2003; Lago, Rodriguez, Escudero,
Dopico, 2012). Estas ideas provienen fundamentalmente de investigaciones en
el campo de la Psicologia. No obstante, han causado un importante impacto en
documentos de gran relevancia para el disefio, desarrollo y evaluacion del
curriculo de educacion infantil (Clements, 2004; National Research Council,
2014). También comienza a haber cada vez mayor numero de trabajos de
didactica de las matematicas interesados por la educacion matematica en
primer ciclo de infantil (Alsina, 2015; De Castro, 2011; De Castro y Quiles,
2014; Edo, 2012; Lee, 2012) y los manuales para la formacion de maestros
empiezan a dedicar parte de sus contenidos a las matematicas de 0 a 3 afios
(Alsina, 2006; Clements y Sarama, 2009; Geist, 2009; Van den Heuvel-
Panhuizen, 2010).

En este trabajo queremos reflexionar sobre la actividad matematica
infantil que desarrollan los nifios de 2 y 3 afios. Nos centramos en las
matematicas en esta edad, que marca el final del primer ciclo de educacion
infantil (0 a 3 afos), para poder profundizar en ellas desde una doble
perspectiva tedrica y practica. Por un lado, vamos a comenzar explicando qué
se entiende por matematicas para nifios de dos afios, segun documentos
curriculares que tomamos como referencia. Después, revisaremos ideas
tedricas que nos ayuden a comprender la practica en el aula. Por ultimo,
queremos mirar a las practicas que se desarrollan en la escuela infantil, a fin de
desarrollar una doble mirada (tedrica y practica) que nos oriente en nuestra
labor docente y de investigacion.

2. LA VISION CURRICULAR SOBRE LAS MATEMATICAS CON DOS ANOS

Durante bastantes afios, el modelo tedrico que reunia un mayor
consenso (quiza todavia en la actualidad) para estudiar las matematicas
infantiles, ha sido el del conocimiento légico-matemético, originario de los
trabajos de Piaget. Este autor diferencia entre la experiencia fisica, en la que
los nifios actlan sobre los objetos para abstraer sus propiedades, y la légico-
matematica, que supone la actuacion sobre los objetos y la abstraccion de las
acciones que se efectian sobre los objetos, y no delos propios objetos (Piaget
e Inhelder, 1966/2007, pp. 153-54). El término I6gico-matematico, acufiado por
Piaget, hace mas de medio siglo, para describir la actividad matematica infantil,
sigue protagonizando parte importante de la literatura especializada en
educacion matemética infantil (Geist, 2009; Kamii, 1982/1995). En este
enfoque, se consideran tres tipos de conocimiento: el fisico, sobre los objetos y
sus propiedades fisicas, al que se llega a través de la observacion y la
abstracciéon empirica; el légico-matemético, que implica la coordinacién de
relaciones entre los objetos, cuya via es la abstraccién reflexiva; y el social o
convencional (Kamii, 1982/1995).

En los ultimos decenios, se ha producido una revolucién post-piagetiana
en el ambito de la Psicologia. En el aprendizaje de las matematicas en los
primeros afios, el cambio en la consideracibn sobre como aprenden
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matematicas los nifios, desde bebés, ha sido muy importante (Lago, Jiménez y
Rodriguez2003; Lago, Rodriguez, Escudero y Dopico, 2012; National Research
Council, 2014a).

En la Educacién Matematica, los cambios han tardado mas en llegar, y
vienen de la mano de autores de prestigio en el area (Clements, 2004;
Clements y Sarama, 2009) y de instituciones de referencia internacional, como
el Consejo Nacional de Profesores de Matematicas de EEUU (NCTM), la
Asociacion Nacional para la Educacion de la Primera Infancia (NAEYC), y el
Consejo Nacional de Investigacion (NRC), que van extendiendo
paulatinamente su reflexidbn sobre la matematica infantil a edades cada vez
menores, llegando a incluir el periodo de 0 a 3 afios (Fuson, Clements y
Beckman, 2009; NAEYC y NCTM, 2013; National Research Council, 2014a).
Como resultado, los curriculos empiezan a reflejar también la presencia y la
relevancia de la actividad matematica infantil desde los 0 a 6 afios (Fuson,
Clements y Beckman, 2009).

El hecho de que la reflexién sobre las matematicas en educacion infantil
se esté extendiendo en trabajos de expertos, instituciones y en curriculos,
tiene, entre otras consecuencias, que pueda darse un principio de respuesta a
la pregunta: ¢Qué es hacer matematicas en el ciclo de 0 a 3 afios? (O mas
especificamente, en el aula de 2-3 afios). En la tabla 1, mostramos las ideas
matematicas que se pueden desarrollar a los 2-3 afios. En la columna de la
izquierda figuran los contenidos matematicos; en la central, las actividades que
pueden desarrollar los nifios de 2-3 afos relativas a estos contenidos; en la
columna de la derecha, aparecen actividades propias de nifios de 3-4 afos.
Aunque estamos interesados en este trabajo por los nifios de 2-3 afos, debido
a las diferencias en el desarrollo a estas edades (National Research Council,
2014b), muchas de las actividades que proponemos en la tabla pueden ser
hechas por nifios de 2-3 afios, pero otras resultan mas dificiles y algunos nifios
no las dominan hasta los 3-4 afos. En este caso hemos unido las dos edades
en una sola columna. La lectura de esta tabla nos proporciona una idea clara
de qué se puede entender por“mateméaticas” a los 2-3 afios.

Tabla 1. Conocimientos matematicos en 2-3 afios (Adaptado de Clements, 2004)

Contenido matemético | 2-3 afios | 3-4 afios |

Cuantificadores: Los cuantificadores son palabras que expresan cantidad |

Traer, trasladar, etc., pocos 0 muchos objetos, vaciar todo el
liquido de una botella, etc.

Uso del cuantificador
“ninguno”

Conteo: El conteo puede utilizarse para determinar cuantos objetos hay en una coleccion |

a. Un elemento clave en lapreparacion |Formar colecciones de hasta 4 objetos sin dar la cantidad

para el conteo es la representacion no
verbal de pequefias cantidades de
objetos y la determinacion de la

verbalmente. Por ejemplo, mostrando 3 objetos y tapandolos
a continuacion, para que el nifio forme una coleccion con la
misma cantidad de objetos.

equivalencia de colecciones pequefias
de objetos.

Formar una equivalencia por emparejamiento de dos
colecciones de hasta 4 objetos

b. Otro elemento clave en la

Conteo oral de uno en uno de...

preparacion para el conteo es el

1a10

aprendizaje de la secuencia estandar

Decir cual es el numero que va después de...

de palabras-namero (conteo oral) que
resulta facilitado por el descubrimiento
de patrones.

2, 3, hasta 9, empezando a contar desde 1. Por ejemplo:
¢, Qué nimero va después de 4? “1, 2, 3,4y 5. EI 5.7
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c. El conteo de objetos supone la
creacion de una correspondencia uno a
uno entre cada palabra numérica de la
secuencia de conteo oral y cada objeto
de una coleccioén, utilizando alguna
accion que represente cada uno de
estos pasos a medida que se dice la
palabra numérica.

Contar los objetos de una coleccion sabiendo que la Ultima
palabra empleada al contar representa el nimero de objetos
de la coleccién

de 1 a 4 objetos

Formar una coleccion con un nimero dado de objetos (Se
retrasa un poco con respecto al conteo de colecciones)

de 1 a 4 objetos

d. Los patrones numeéricos pueden
facilitar la determinacion del nimero de
objetos de una coleccién o su
representacion.

Reconocer inmediatamente (sin contar) cuantos objetos hay
en una coleccién de...
1 a 3 objetos
Representar cantidades con los dedos de...
1y 2 dedos

Comparacion y ordenamiento: Las col

ndimeros son

ecciones de objetos pueden compararse y ordenarse, y los
instrumentos eficaces para hacerlo

a. La comparacion y el ordenamiento
se construyen sobre un conocimiento
no verbal y sobre la experiencia con
colecciones reales de objetos.

Determinar visualmente cuando dos colecciones tienen
el‘mismo” nimero de elementos y cuando una tiene “mas”.

b. El aprendizaje del lenguaje de los
nameros ordinales puede construirse
sobre la capacidad de comparacion de
los nifios y el conocimiento de las
palabras numéricas.

“primero” y “GItimo”

Afadir/quitar: Una coleccién de objetos puede hacerse mas grande al afiadir objetos y mas pequefia al

quitar objetos de ella.

a. La resolucién de problemas no
verbales favorece el desarrollo
posterior de la suma y la resta.

Suma y resta no verbal

Un objeto y otro objeto o dos objetos menos un objeto.

Composicion y descomposicion: Una can

las partes pueden ser combinadas (compuestas) para formar el total.

tidad (total) puede ser “separada” (descompuesta) en partes, y

a. El razonamiento cualitativo acerca
de las relaciones parte-todo
proporciona las bases para las
composiciones y las descomposiciones
mas avanzadas.

Comprender y razonar cualitativamente e intuitivamente
acerca de las relaciones de parte-todo.

Aumentar (o disminuir) el tamafio de una de las partes (no
determinada), aumenta (o disminuye) el total.

Medicién

a. La medicién puede emplearse para
determinar y comparar “cuanto hay.”

Comentar y establecer comparaciones informales de
atributos, llegando a la comparacion de objetos de tamafios
claramente diferentes. Aprender a emplear expresiones como
“mas grande”, “mas alto”, y “mas largo”.

3

Geometria

a. Las formas geométricas pueden
utilizarse para representar y
comprender los objetos que hay en el
mundo a nuestro alrededor.

Emparejar formas iguales, con el mismo tamafio y orientacion.
Después, con distinto tamafio y orientacion.
Nombrar, describir, comparar y ordenar objetos
tridimensionales
Juego informal con formas tridimensionales (p. €j., juegos de
construccion con piezas de madera).

b. Las formas pueden descomponerse
en otras formas o en sus partes
componentes; las formas pueden
utilizarse para componer nuevas
formas y estructuras como los frisos.

Componer (poner juntas) formas bidimensionales para
producir nuevas formas geométricas

Utilizar figuras aisladas para hacer un disefio.

Posiciones, direcciones y coordenadas.
Las matematicas se emplean para
especificar con precision direcciones,
caminos y posiciones en el espacio.

Comprender y utilizar conceptos como: encima, debajo, en, al
lado, cerca de, entre...

La simetria puede emplearsepara
analizar, comprender, ycrear formas en
la geometriay en el arte.

Crear informalmente formas bidimensionales y construcciones
tridimensionales que tenganun eje, un centro o un plano de
simetria.

Clasificacion y seriacion

Clasificaciones tematicas

Juntar, dentro de una coleccion de objetos, los que sirven
para comer, vestirse, los que se usan en clase, etc.

Formacién de colecciones

Agrupar segun el ‘criterio’ “coloca lo que va junto”. Formar una
coleccion, nombrar sus elementos y decir el criterio utilizado.
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Formacién de conjuntos conuna Formar conjuntos con un atributo sencillo. Porejemplo,
propiedad caracteristica agrupar las fichas rojas.

Clasificar BlogquesLégicos
segun elcolor, forma,tamafio y
grosor.

Clasificaciéon atendiendo a
una variable

Formar conjuntos con

Formacién de conjuntos condos . i
dosatributos (p. ej., agruparlas

ropiedades ’ .
prop fichas rojas y grandes.
. . Colocarse (nifios) en fila Situar objetos en fila
Las alineaciones y los conceptos —— - -
e . Colocarse al principio o al Tomar el objeto que esta en
bésicos relacionados con el orden son . ) )
J o final de una fila medio de otros dos
bésicos para el aprendizaje de las - - -
g Uso en situaciones de juego de los conceptos de antes, ahora
seriaciones. >
y después
Reproducir un orden Copiar y extender series con
arbitrario. Por ejemplo, cuentas de collar con un
Series cualitativas copiar el orden rojo-azul- patron sencillo de longitud

verde-amarillo-naranja en un |dos. Por ejemplo: rojo-azul.
collar con cuentas.

Ordenar correctamente tres
objetos por longitud. Formar la
serie: pequefio-mediano
grande.

Series cuantitativas

3. LA MATEMATICA INFANTIL EN BUSCA DE TEORIAS

En el apartado anterior seflalamos que el modelo piagetiano del
conocimiento légico-matematico estd desapareciendo de forma lenta, pero
inexorable, como referencia tedrica para la matematica infantil. Pensamos que,
para interpretar la actividad infantil en la escuela, no basta con tener una idea
de qué actividades matematicas pueden desarrollarse, sino que necesitamos,
ademas, ciertas referencias tedricas que sirvan de marco interpretativo. Para
ello, en este apartado revisamos brevemente algunos enfoques teoricos que
han surgido, o se han aplicado, en el ambito de la educacion matematica, y que
pueden ayudarnos a interpretar desde el punto de vista matematico la actividad
infantil en un aula de 0 a 3 afios. Ninguno de estos enfoques ha alcanzado el
grado de consenso que tuvo en su dia el modelo piagetiano pero, como
veremos en las reflexiones finales, comparten ciertas ideas que consideramos
valiosas para repensar la actividad matematica en los primeros afos.

3.1 La cognicion corpdéreay los tres mundos matematicos

Lakoff y Nufiez (2000) en su libro “De dénde vienen las matematicas”,
plantean que la mayoria de los conceptos abstractos tienen una procedencia
en situaciones concretas y que se van formando a través de metaforas: “Los
nameros son colecciones de objetos del mismo tamafio”, “sumar es juntar
varias colecciones de objetos”, “restar es quitar una coleccion que forma parte
de una coleccién mayor”, “la unidad (el namero 1) es la coleccion menor,
formada por un solo objeto”. En todos los casos, los conceptos matematicos
tienen una referencia en acciones 0 percepciones de situaciones o0
experiencias de la vida ordinaria. Estas metaforas tienen implicaciones, pues
cualquier relacion gque establecemos con colecciones de objetos tiene su
correspondencia en el ambito numeérico. Asi, si tenemos una coleccion de
objetos A y le afladimos otra B, el resultado es igual que si a una coleccion de
objetos B y le afadimos la coleccidon A. Esto, en términos aritméticos, se
traduciria como a + b = b + a, que es la propiedad conmutativa de la suma.
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La teoria que siguen Lakoff y Nufiez (2000) se conoce como embodied
cognition, que se suele traducir como “cognicion encarnada” o “cognicion
corporea”. La idea central en este enfoque es que los conceptos matematicos
nacen ligados a la experiencia sensorial, a la percepcién del mundo, a nuestras
experiencias, y son por tanto conceptos corporeos. Metaféricamente, diriamos
“‘que tienen carne”, frente al esquematismo de los huesos descarnados. El
proceso de abstraccion matematico va descarnando estos conceptos
corporeos y los va dejando en el hueso (que representa el concepto
matematico abstracto). Por ejemplo, cuando decimos que dos rectas son
ortogonales, la idea de ortogonal, metaférica y etimolégicamente, refiere a la
salida del sol sobre el horizonte. Esta es una idea ligada a nuestra experiencia,
pero tiene “carnes que le sobran”. En efecto, el horizonte sugiere siempre una
recta horizontal (nueva metafora), y la salida del sol una trayectoria vertical
ascendente. En el “concepto descarnado” de ortogonal (el propio de las
matematicas, el abstracto), las rectas no tienen por qué ser horizontales ni
verticales, ni una de ellas tiene que venir dada por una trayectoria (por el
movimiento del sol), sino que son lineas rectas ya formadas, sin grosorje
infinitas!, que forman entre si un dngulo de 90°. Si seguimos avanzando en las
matematicas, nos volvemos a encontrar la ortogonalidad en el contexto de dos
vectores cuyo producto escalar es cero, lo cual ya nos aleja suficientemente de
la experiencia cotidiana para considerar que estamos ya tratando con una
matematica absolutamente descarnada.

Aplicar el enfoque de la cognicién corpérea a la educacion infantil es
bastante razonable, puesto que muchos conceptos matematicos revelan de
inmediato su origen metaférico. En el &mbito de la geometria, con ejemplos
similares al de ortogonal, “perpendicular”’ se refiere a la caida de un objeto “a
plomo” sobre la tierra; “isésceles” significa “que tiene las piernas iguales” y la
“hipotenusa” es una cuerda tensada fuertemente (entre los extremos de los
catetos). Un enfoque asi apoya la idea de un aprendizaje en el que se parte de
las experiencias infantiles para ir encontrandonos con ideas matematicas a
través de una metafora o analogia.

La implicacion didactica que sugeriria este modelo es que ensefar
matematicas en 0-3 consistiria en exponer a los pequefios al tipo de
experiencias que vayan a dar lugar con posterioridad a los conceptos
matematicos via metafora. Por ejemplo, si observamos y hablamos de cémo
caen los objetos al suelo, esto nos puede llevar (mas adelante) a una
conceptualizacion metaférica de la perpendicularidad. También trabajar con
grandes cantidades de objetos (bellotas, como veremos en el proximo
apartado), agrupandolas, metiéndolas en recipientes, afiadiendo, quitando,
puede suponer una base para el aprendizaje del niamero, via metafora “el
namero es una coleccion de objetos”. Muchas de las relaciones que
obtengamos al actuar sobre montones de bellotas pueden ser la base del
aprendizaje de propiedades numéricas. Esta es una idea proxima a lo que
Resnick (1992) denominaba “aritmética de las protocantidades”.

En linea con la cognicion corpérea, Tall (2013) explica el desarrollo del
pensamiento matematico, partiendo de marcos tedricos como Piaget, Bruner,
Fischbein, a través de tres etapas de larga duracién a las que denomina “tres
mundos matematicos” (p. 13). En la primera etapa, se da el inicio del
pensamiento matematico, basado en la percepcion y en la acciébn, como se
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puede ver en la figura 1, que después evolucionara, con el tiempo, hacia el
desarrollo del mundo simbdlico, con un lenguaje mateméatico formal y un
razonamiento matematico deductivo.

Razonamiento
deductivo

Mundo formal
axiomatico

Operaciones
formales

— 3 2
T m o
Operaciones S = g
i Formal Mun'do m o2
concretas simbdlico < E =
= 4 =
) Simbélico PR P50
Pre-operacional - Algoritmico 3 0w
D o
B =@
Icénica 338
SN 2
(basados en Mundo = %3
. s 0
Sensorio — motor imagenes . encarnado o g
. Intuicion .
(pre-lenguaje) Enactive (Concepcicn
(basados en encarnada)

Percepcion
fisica y accion

acciones

]\ )l II\

! ‘ T SR Y
Piaget Modos Desarrollo de (Tall, 2013)
representacion matematicas

(Bruner, 1966) (Fischbein, 1987)

Figura 1. Relacidn de distintas trabajos del desarrollo del pensamiento matematico
(Adaptado de Tall, 2013, pp. 6-8).

Tall (2013) utiliza la concepcion corporea(o encarnada) para describir la
primera etapa intuitiva, basada en acciones y percepciones, estableciendo
paralelismos con otros autores (figura 1). Se parte de la idea de que todo
pensamiento tiene origen corporeo en nuestra experiencia sensorio-motora. El
conocimiento matematico comienza con la percepciéon de las propiedades de
los objetos, y las operaciones con colecciones, llegando en un nivel de
desarrollo estructural mas alto, como por ejemplo en la aritmética. Tall (2013)
utiliza el término de encarnacién conceptual (conceptual embodiment) para
referirse a las imagenes mentales que surgen de la interaccion de las personas
con el mundo que le rodea.

Tall (2009) define asi los tres mundos de las matematicas: (1) Un mundo
corporeo, basado en la reflexion sobre la percepcion y la interaccion con
objetos del mundo real; (2) Un mundo simbdlico, que establece el nexo entre lo
corporeo y lo simbdlico, en que los simbolos pueden reconocerse a la vez
como operaciones a realizar o como conceptos manipulables en la mente. (3)
Un mundo formal axiomatico, que parte de axiomas, y mediante teoremas
demostrados formalmente, construye teorias coherentes (figura 2).
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x Formal Axiomadtico
Simbdlico
Formal
Encarnado

|BWIO} UDIDDBIISaY

Formal

Simbélico
Encarnado

Percepcion

Abstraccion estructural

1 Acciones [

Mundo Encarnado
(mundo real)

|euoidelado uoIIRIISqY

NuUmero, aritmética
y algebra

Geometria

Figura 2. Desarrollo de los mundos de las matematicas
(Adaptado de Tall, 2013, pp. 6-8)

3.2 Conocimiento matematico informal y formal

Una de las ideas mas presentes en la literatura, al referirnos a las
matematicas en los primeros afios, es pensar en el conocimiento matematico
como intuitivo e informal (Alsina, 2015). El Principio de Aprendizaje del NCTM
afirma que los nifios desarrollan ideas matematicas de forma natural a través
de sus experiencias cotidianas y los profesores deben aprovechar estos
conocimientos para construir los contenidos matematicos implicitos en ellos
(NCTM, 2003, p. 22). Las conexiones entre contenidos matematicos diferentes,
entre distintos campos, incluso entre las matematicas y la realidad, se apoyan
en la relacién entre experiencias informales y las matematicas formales, y son
las que dan sentido a estos conocimientos.

La conexién mas importante en los primeros aprendizajes matematicos es la
existente entre las matematicas intuitivas, informales, que los nifios han
aprendido a través de sus experiencias, y las que estan aprendiendo en la
escuela (NCTM, 2003, p. 136).

Ginsburg y Baroody(2007)categorizan el conocimiento matematico en
los primeros afios en informal y formal. EI conocimiento matematico informal se
define como aquellas nociones y procedimientos adquiridos a partir de la
intuicion. Los nifios mas pequefios poseen algun tipo de sentido numérico que
les permite elaborar un conocimiento matematico intuitivo, que favorece el
desarrollo del conocimiento informal gracias a sus interacciones, observaciones
y reflexiones de su experiencia en el entorno (Baroody, 1997). El conocimiento
informal de Ginsburg y Baroody (2007) tiene una conexion evidente con el
mundo corpéreo de Tall (2013) al basarse en la intuicion del nifo, y
considerarse como el desarrollo de esa intuicion a través de las interacciones,
observaciones y reflexiones de su experiencia en el mundo real.

Inicialmente, los nifios utilizan la percepcion inmediata de cantidades
pero después comienzan a utilizar instrumentos mas complejos en situaciones
numericas, como el conteo; son capaces de etiquetar un conjunto con una
palabra numérica segun la cantidad de elementos que tiene. El conocimiento
informal representa una gran elaboracion de las matematicas, pero tiene sus
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limitaciones practicas, ya que los procedimientos informales pueden llegar a ser
ineficientes (Baroody, 1997). Un ejemplo de esto ocurre en la aritmética, ya que
los nifios pueden resolver situaciones aritméticas con cantidades pequefas con
estrategias de modelizacion directa y conteo, pero al aumentar las cantidades,
los nUmeros empiezan a tener varias cifras y representar cantidades muy
grandes que seran dificiles de manejar mediante sus estrategias informales.
Esta necesidad de pasar a una aritmética mas formal no se da hasta la
educacién primaria, de modo que podriamos caracterizar como informal la
mayor parte de los aprendizajes matematicos de la educacion infantil.

El conocimiento matematico formal son los conceptos y procedimientos
que el nifio aprende en la escuela. Destaca la simbologia del lenguaje
matematico, los hechos numéricos (2+2=4), los algoritmos, los agrupamientos
para formar la decena, y las propiedades de las operaciones. La investigacion
indica que el conocimiento matematico de los nifios se construye a partir del
conocimiento informal (Ginsburg y Baroody, 2007). La matematica informal es
el paso intermedio entre la matematica intuitiva, limitada e imprecisa, y la
matematica formal, con sus simbolos, de la escuela primaria (Baroody, 1997).

3.3 La Educacién Matematica Realista

En la Educacion Matemética Realista (EMR) se utilizan situaciones del
mundo real, o problemas contextualizados, como inicio del aprendizaje de las
matematicas, y se evoluciona a través del proceso de matematizacién para
llegar a estructuras formales matematicas (Van den Heuvel-Panhuizen, 2003).
Se apoya en modelos concretos que median entre lo concreto y lo abstracto.
En la EMR es fundamental la reinvencion guiada,o animar a los nifios a
reinventar las matematicas guiados por el profesor,con la ayuda de diversos
materiales, favoreciendo asi el desarrollo de comprension conceptual (Van
Reeuwijf, 2001). Gradualmente, se deberia dar la oportunidad a los nifios de
construir sus representaciones libremente y pasar de estrategias informales,
intuitivas con representaciones concretas a estrategias mas formales y
abstractas de resolucion con una enseflanza guiada, que permita una
matematizacion progresiva (Freudenthal, 1991). El punto de partida son las
situaciones significativas realistas, entendidas como aquellas que el nifio puede
imaginar (Van den Heuvel-Panhuizen, 2003).

Formalizacion

. progresiva .
Representaciones . Representaciones
concretas ‘ formales
— ~ Materiales, —  Llenguaje —

‘ objetos, \_  matematico /
~__ Mmarcas... -

Figura 3. Formalizacién progresiva (Braithwaite y Goldstone, 2013)

El paso de las representaciones fundamentadas (grounded) a las
representaciones formales ha sido denominado formalizacién progresiva (figura
3), que describe la instruccién basada en representaciones concretas, como
representaciones perceptivas concretas o de contextos reales con objetos u
otros materiales, para introducir conceptos que mas tarde se trataran con
representaciones mas formales que, en la realidad no tienen mucho
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significado, pero pertenecen a sistemas con reglas explicitas como pueden ser
los nUmeros naturales (Braithwaite y Goldstone, 2013). Estos autores indican
que una instruccién basada en ambas representaciones, empezando con las
representaciones concretas y realizando una transicion hacia representaciones
formales, abandonando poco a poco las concretas, podria favorecer el
aprendizaje con comprension de los nifios.

3.4 La matematica emergente

Otra propuesta tedrica que suele aplicarse en los primeros afios es la de
la matematica emergente (Geist, 2009). En este modelo se plantea que los
nifios nacen con un dispositivo cerebral para el aprendizaje de las matematicas
(Butterworth, 1999) que les permite aprender matematicas desde que nacen.
Este aprendizaje combinaria el desarrollo cognitivo y la interaccion con el
entorno. Este modelo va desarrollandose segun se publican estudios acerca
del conocimiento matematico en bebés, e investigaciones relacionando el
cerebro con el aprendizaje de las matematicas(Dehaene, 1997).

Carruthers y Worthington (2008) tienen una linea de investigacion y de
trabajo en el aula, inspirada en estudios previos sobre alfabetizacion
emergente, en la que abordan con los nifios la representacion numeérica desde
el primer ciclo de educacion infantil (lo que no suele recomendarse en los
documentos curriculares) y estimulan a los pequefios para que representen
cantidades. Al principio, estas representaciones resultan muy complejas de
interpretar para el adulto, pero estas autoras han encontrado que nifios de 0 a
3 afios desarrollan un tipo de “marcas dinamicas” que, si bien no sirven para
comunicar cantidades eficientemente, si muestran aspectos relacionados con
la cantidad que el nifio juzga relevantes.

También en trabajos de la Educacion Matematica Realista (EMR) se
utiliza el paralelismo entre alfabetizacibn emergente y matematica emergente.
Esta uUltima consiste en el proceso gradual y espontdneo mediante el cual los
niflos van conectando elementos autobnomos de conocimiento de modo natural.
Los elementos de sentido numérico que los pequefios van conectando son: (1)
reconocer “dos”, “tres” o “muchos” como propiedades de colecciones de
objetos; (2) comenzar a recitar la secuencia numérica; (3) simbolizar nGmeros
por medio de los dedos; y (4) Imitar el conteo de objetos (Buys, 2010).

3.5 Resumen

En la figura 4 presentamos un esquema resumen de las ideas teoricas
esbozadas en este apartado. La parte inferior representa las matematicas en
educacion infantil (O a 6 afos), caracterizadas por ser informales, emerger de
practicas en contextos de la vida cotidiana, y constituir la base, via metafora, de
los primeros conceptos matematicos. En especial, cuando hablamos de los
pequefios de 0 a 3 afios, estamos dentro de lo que en el aprendizaje por
analogia se conoce como la etapa concreta (o el dominio fuente) (Gonzélez,
1997). Es un momento en que aparecen las primeras metéaforas, a través de la
intervencién del maestro (o la maestra), mediante el lenguaje, en situaciones
de juego. Por ejemplo, cuando un nifio mira en el patio un arbol nuevo, que se
esta cayendo y el maestro dice: “El &rbol esté torcido; se cae. Ese esta recto”.
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Figura 4. Las representaciones en los distintos trabajos previos comentados

4. PRACTICAS MATEMATICAS EN EL AULA DE DOS ANOS

En este apartado vamos a describir varias practicas mateméticas
desarrolladas en el aula de 2-3 afios de la Escuela Ciguefa Maria, de la
localidad de Las Rozas (Madrid).

4.1 Contar cabezas y la notacion de cantidades grandes

Cada mafana en el corro/asamblea contamos los nifios que han venido
a la escuela. Para ello, se elige a un encargado de contar “las cabezas” de los
presentes. En primer lugar, el nifio elegido pone su nombre en una pizarra,
para que no se olvide que él es el encargado. Con la ayuda de la “varita de
contar cabezas” comienza a contar, de izquierda a derecha y terminando en si
mismo. Al finalizar, anota la cantidad que ha contado. Dentro de esta practica,
tenemos en cuenta una serie de factores que explicamos a continuacion.

Disposicion de los nifios en el corro. Los nifios se sientan en forma de
semicirculo o en forma de “U” (figura5) con el objetivo de que exista un
principio y un fin evidente y asi se facilite el orden a la hora de contar.

Terminar de contar en uno mismo. Los nifios a estas edades tienen un
pensamiento egocéntrico, motivo por el cual, terminar de contar en uno mismo
indica que ya hemos incluido lo mas importante y podemos dar por terminado
el conteo. Podria ser el encargado el primero en contarse, pero consideramos
que el acto de contar a los demas “pierde” cierta fuerza y quizas cierta
motivacion en el nifio.

Figura 5. Disposicién en forma de U y el momento de contar “cabezas”
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Anotar la cantidad. Pretendemos que el nifio vaya siendo consciente de
gue lo contado se puede representar para recurrir a ello con posterioridad. De
hecho, el encargado debe decir al cocinero de la escuela cuantos nifios hay
ese dia en clase para que prepare la comida. Como es de suponer, la cantidad
no coincide con la realidad y el sistema de notacion que utilizan los nifios no es
atil, pero van realizando ensayos acerca de cOmo apuntar una cantidad. Como
se puede observar en la figura 6, el nifio dispone de diferentes sistemas de
notacion, gue muestrancierta logica, si nos paramos a analizarlos.

iyt PHOY SOMOS: Wy ;v Somos:

- TR

Figura 6. Diferentes sistemas de notacion

En la figura 6 (izquierda) vemos como se intenta representar una
cantidad a partir de la realizacion de una marca por cada nifio que hay ese dia.
En la siguiente imagen, se sigue el mismo procedimiento aunque, en este caso,
cuando la nifia decidié terminar dijo: “ya no mas, que faltan amigos”, de lo que
deducimos que, si hubieran venido todos los nifios, habria mas marcas. Por
altimo (a la derecha), observamos una notacion totalmente distinta,
aparentemente sin sentido, que representa el propio corro. El nifio dibujo como
estaban colocados sus compafieros, coincidiendo que habia mas en un lado
que en otro. Este es un tipo de representacion numérica que Carruthers y
Worthinton (2008, p. 87) denominan “marcas pictograficas”. Al observar estas
notaciones debemos tener en cuenta que el nifio esta trabajando con
cantidades muy grandes (de hasta 20) lo que dificulta el manejo de éstas.

La forma en la que cuentan los nifios varia a lo largo del afio, al principio
solo van tocando cada cabeza esperando que sea el adulto el que diga la
palabra niumero (o no) y se suelen producir multitud de errores en cuanto al
orden, sobre todo, dejando nifios sin contar. Con el paso del tiempo, van
respetando el orden y van asignando una etiqueta (palabra nimero) a cada
nifio, etiquetas que, evidentemente, son errbneas en muchos casos (y, en
especial, a partir de 10), pero nuestro objetivo es que vayan ensayando a
contar y vayan experimentando con cantidades.

4.2 Notacion de cantidades pequefias

Una forma de comprobar si el nifio avanza en la representacion de las
cantidades y, al mismo tiempo, favorecer dicha representacion es mediante la
notacion, ya que nos permite obtener un registro de los avances del nifio en
este aspecto. Para ello, realizamos una pequeiia actividad que consiste en
introducir una cantidad de fichas en tres cajas. En cada una de ellas, el nifio
introducird un numero de fichas diferente (uno, dos o tres), e ira apuntando la
cantidad para poder acordarnos otro dia de cuantas hay, sin tener que abrir la
caja. Esta actividad se la planteamos al nifio diciéndole que vamos a “estudiar”.
Ellos lo entienden como que vamos a hacer algo de “mayores”, lo que les
motiva, en gran medida, ya que sienten que estan haciendo algo reservado a
sus hermanos, primos de mas edad o, incluso, a sus adultos de referencia.
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Figura 7. Los materiales de la actividad

Las cantidades que usamos son de hasta tres fichas, dentro del rango
de la subitizacion perceptiva (reconocimiento inmediato de cantidades de hasta
tres objetos sin necesidad de contar), con el fin de que sean cantidades
manejables para el nifio y al mismo tiempo facilite su notacion. Esta pequefia
prueba se realiza varias veces a lo largo del afio para comprobar si su sistema
de notacion va variando con el tiempo.

Gracias al desarrollo cognitivo del nifio y a las posibilidades de jugar con
cantidades de las que dispone, se observa como va adquiriendo nuevos
sistemas de notacion mas fiables (siempre con cantidades pequefias) como se
observa en la figura 8.
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Figura 8. Evolucion en el sistema de notacion (muestreos 1, 2y 3)

En la anterior figura se observa una clara evolucion. En el primer
muestreo el nifio se limita a garabatear sin seguir una légica aparente, lo que
provoca que la notacion resulte ineficaz, pues no esta basada en la
correspondencia uno a uno entre marcas y objetos, de modo que a cualquiera
gue vea dicha representacion le resultara dificil de interpretar. Aun asi, este
tipo de representaciones suele tener un significado para el nifio, que ha sido
estudiado por Carruthers y Worthington (2008, p. 87), dandoles el nombre de
“marcas dinamicas”. Por ejemplo, una posible interpretacion podria ser que a
mayor cantidad de fichas, la longitud/complejidad/duracién del garabateo es
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mayor. En el segundo muestreo con el mismo nifio y tras mes y medio, se
observa que dibuja las fichas que ha introducido en cada caja, habiendo un
parecido entre la representacion, mas o menos redonda, y la forma de las
fichas, dandose una notacion fiable para pequefias cantidades. El Ultimo
muestreo se observa un avance mas, ya que no necesita dibujar el objeto y
realiza una marca por cada objeto introducido.

Debemos tener en cuenta que los nifios tenderan a meter todas las
fichas en la primera caja, con lo que debemos limitarles para que haya un
namero diferente en cada una de las cajas.

Para comprobar si el sistema de notacion es fiable para el propio nifio,
se le pide a la semana siguiente que nos diga cuantas fichas introdujo en cada
caja. Normalmente no saben qué contestar y suelen dar una cantidad al azar,
si acotamos un poco mas en la pregunta (“¢,cuantas fichas pusiste en esta caja,
1, 2 o 3?”) dependiendo del nifio, siguen diciendo una cantidad al azar o
cuentan las marcas realizadas sin dominar el principio de cardinalidad. Es
decir, dicen “hay una, dos y tres”, sin advertir que tres es una palabra que
representa ya los tres objetos, de modo que si preguntamos varias veces
volveran a darnos la misma respuesta (“uno, dos y tres”). Es interesante
sefalar que, aunque no haya dominio del principio de cardinalidad, si les
enseflamos los dedos y le preguntamos: “hay este, estos, o estos”
(mostrandole sucesivamente uno, dos y tres dedos), es posible que sepan
indicar cuantos hay. Lo que interpretamos a menudo como un error, 0 una
carencia, es un paso necesario para llegar a la idea de cardinalidad.

Otra posibilidad es proporcionarle otras tres cajas y que vuelva a meter
fichas atendiendo a la notacién, de tal forma que tengamos dos cajas con la
misma cantidad de fichas (dos cajas con 1 ficha, dos cajas con 2 y tres con tres
fichas). Cuando se realiza esta Ultima actividad, se observa que su mayor
interés esta en meter todas las fichas de las que disponen y pocos se guian por
la notacion realizada.

4.3 Trasvases: juego con capacidades

Jugar a trasvasar un contenido entre varios contenedores es algo que el
nifio realiza de forma natural con casi cualquier material. Un ejemplo muy claro
es cuando un nifio juega con un cubo y una pala en el jardin. El nifio realiza
sus primeras aproximaciones a la nocién de capacidad con estos juegos, al
mismo tiempo se puede aprovechar para introducir conceptos tales como
lleno/vacio, mucho/poco/algo y fomentar las comparaciones: “este bote es mas
grande/pequefio/igual que... con lo que se puede poner mas/menos/lo mismo
qgue en el otro”.En la escuela este tipo de juegos se realizan de forma frecuente
con diferentes materiales. Podemos utilizar materiales discretos o continuos,
permitiendo diferentes posibilidades de accidn ya sea uno u otro material. En la
figura 9 vemos a los pequefios experimentar en una mesa llena de cascaras
secas de mandarina divididas en trozos pequefios. ElI material para rellenar y
trasvasar son las bellotas (material discreto) y disponemos de distintos tipos de
recipientes, con distintas formas o tamarios (figura 9).
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Figura 9. Trasvases con nifios de 2 y 3 afos

Dependiendo de la edad, los trasvases se abordaran de forma distinta.
Para nifios de 1 a 2 afios (figura 9, con harina), se limitaran a meter y sacar el
contenido entre los diferentes contenedores, dandose numerosas repeticiones
de la misma accion. Con nifios de 2 a 3 afios (figura 9), tras un tiempo de
exploracion, ya existe una mayor intencion a la hora de elegir los contenedores
que puedan abarcar todo el material a contener y normalmente utilizan
contenedores pequefios para recoger el material a trasvasar para llenar
contenedores mayores. Al mismo tiempo se dan juegos de imitacion, como el
gue comunmente se conoce por hacer comidas.

4.4 Repartir

A la hora de comer aprovechamos para abordar conocimientos
matematicos con los nifios. Antes de empezar a comer, nos preparamos
repartiendo los utensilios necesarios: baberos, cucharas y platos. Cada dia un
nifio se encarga de repartir. La Unica consigna que se le da es que reparta los
baberos, cucharas y platos, pero en ningin momento se le dice de qué manera
debe hacerlo. Dichos elementos se encuentran en un carro y es el nifio el que
decide la forma y el orden que quiere seguir. Dentro de las cucharas, el nifio
debe diferenciar entre las mas grandes y las més pequefias, y seleccionar solo
las mas grandes, que son las que debe repartir. En la figura 10 se puede
observar como primero coge una cuchara de postre y al ver que no es la
correcta, la deja y coge cucharas mas grandes, asegurandose de que no se
vuelve a equivocar.

Y/ —T e W A
Figura 10. Autocorreccion a la hora de elegir cucharas
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A la hora de repartir se observan principalmente tres estrategias: (1)
Tomar un solo objeto (un plato) y asignarselo a un compariero (figura 11,
izquierda); (2) Tomar varios objetos del mismo tipo (varias cucharas, figura 11,
centro) y repartirlos; (3) Tomar todos los objetos del mismo tipo como, por
ejemplo, llevar las cucharas en una cesta para repatrtirlas (figura 11, derecha).
Estas estrategias para resolver un problema matematico difieren en eficiencia.
La estrategia Optima consiste en llevar todas las cucharas, pues es la Unica
gue evita estar haciendo continuos viajes para conseguir mas cucharas. Por
otra parte, cuando se toman varias cucharas se pone en practica un
procedimiento inexacto de estimacion, en el que pueden faltar cucharas o
sobrar. Aunque no sea el procedimiento mas sofisticado, conduce a la solucion
y contribuye al desarrollo del sentido numérico. Debemos sefialar que las tres
estrategias son validas y esperamos que los nifios evolucionen, a lo largo del
curso, hacia un mayor grado de eficiencia en el desarrollo de estas tareas.
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Figura 11.Estrategias a la hora de repartir

Durante el reparto, el adulto observa, sin intervenir, las distintas
estrategias infantiles. Tampoco indica si a un nifio le falta algiun elemento.
Normalmente, son los propios nifios los que se quejan si les falta algo, o les
han dado una cuchara demasiado pequefia, y piden al encargado de repartir
que les proporcione lo que les falta o les cambie la cuchara. Asi, la propia
situacion suele generar un entorno autocorrectivo en el que no es necesaria la
intervencién continua del maestro. También hay nifios que, ante una situacion
asi, no expresan ninguna queja. En ese caso, el adulto, al servir la comida,
puede hacer comentarios del tipo: “Elena no puede comer, porque se va a
manchar”, si le falta el babero, o “No puedo echar la comida a Elena”, si le falta
el plato. Son formas de intervenir indirectas, en las que nose da la solucion,
sino que se plantea el problema, para que los nifios lo aborden con el mayor
grado de autonomia posible.

En muchas ocasiones se les olvida “repartirse” a ellos mismos y hasta
que no se sientan y ven que no disponen de los elementos necesarios para
comer, no acuden al carro nuevamente. En otras ocasiones ocurre justo lo
contrario y dejan los Utiles justo en el lugar donde se van a sentar para comer.

Mientras el adulto sirve la comida, podemos aprovechar para utilizar
lenguaje matematico. En el caso de cantidades continuas, utilizaremos
cuantificadores basicos, para que nos indiquen la cantidad de comida que
quieren: “Cuanta sopa quieres, ¢mucha o poca?”. Si se trata de cantidades
discretas, usamos la cuantificacion definida o numeral: “¢Cuantas croquetas
quieres?”. Si el nifio pide tres, el adulto ird poniendo una por una, a la vez que
va contando en voz alta, a fin de ofrecer un modelo de conteo.
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Al terminar de comer, cada nifio ha de guardar los utensilios de la
comida en el carro, colocando los baberos en una bolsa (de color blanco), el
vaso del yogurt vacio en otra (de color negro), y la cuchara en el cesto de las
cucharas sucias, lo que constituye una actividad de clasificacion.

5. REFLEXIONES FINALES: LAS PRACTICAS Y LAS TEORIAS

Al examinar las practicas revisadas en el apartado anterior, vemos que
“contar cabezas” y “la notacién de cantidades pequefias”, pertenecen al ambito
de lo que llamamos “matematica emergente”, en el sentido que les dan Buys
(2010) y Carruthers y Worthington (2008). Tanto en el conteo, como en la
notacion de cantidades, se realiza un trabajo dentro de un campo en que los
nifios intentan encajar piezas de un puzle que todavia no dominan: recitar
palabras, sefalar, hacer marcas... Todo se desarrolla dentro de un juego en
que aparecen unos instrumentos muy valorados en nuestra cultura a los que
los niflos hacen su primer acercamiento.

En el extremo contrario, en los juegos de trasvases no existen marcas,
simbolos, o palabras, que estén en lugar de otra cosa. Esta practica esta mas
cercana a una idea de potenciar experiencias de juegos con objetos, que vayan
a dar lugar en el futuro a ideas importantes de las matematicas via metafora.
Las bellotas que se trasvasan pueden tratarse como si fueran cantidades
continuas, si trasvasamos el contenido de un recipiente a otro “de golpe”. Sin
embargo, como vemos en la figura 9, a veces el nifio trasvasa una unica bellota
con una cuchara. Aqui se encuentra cercano al proceso de unitizacion o de
formacién o constitucion de unidades (Fuson, Clements y Beckman, 2009) que
es basico para el conteo y el desarrollo de otros contenidos matematicos.

Por ultimo, los repartos de utensilios para comer se sitian comodamente
dentro de los planteamientos de matematica informal, de la matematica
realista, o de la matematica corpérea, pues como sefiala Tall (2013), y hemos
visto en la figura 4, estos enfoques reposan sobre una serie de ideas afines.

Un elemento que une todas estas practicas es la metodologia del aula.
Aqui si parece haber un cierto consenso (0 una aproximacion a un consenso)
hacia lo que Geist (2009) denomina el enfoque de las 3 E (Entorno,
Experiencias, Educacion), segun el cual, en primer ciclo de infantil, la
intervencién de los maestros se realiza a través de la organizacion de un
entorno en el cual los nifios pueden construir todo tipo de relaciones a travésde
la exploracion, la interaccion con los objetos, las comparaciones entre los
mismos y el juego sensomotor, como ocurre en el juego heuristico (Edo, 2012).
Posteriormente, se pasa a ofrecer experiencias abiertas, no dirigidas al
aprendizaje de un contenido matematico dado, como el juego de construccion
(De Castro y Quiles, 2014), o las bandejas de experimentacion (Edo, 2012),
para pasar al final de la educacion infantil, y principio de la primaria, a un
enfoque de educacién (instruccion) donde predominan las actividades mas
centradas en contenidos matematicos, lo que no implica necesariamente que
predomine una mateméatica formal (Hernandez, 2012). Dentro de estos
trabajos, subyace la hipotesis de que es posible, desde el nacimiento, y en el
aula de primer ciclo de educacion infantil, estimular a nifios y nifias para que
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desarrollen su pensamiento matematico. Esta vision aparece recogida
recientemente en el trabajo de Alsina (2015).

En el aula de dos afios, hemos observado practicas procedentes de
distintas tradiciones didacticas. El reparto de utensilios para comer, de clara
inspiracion piagetiana, descrito en libros clasicos como el de Kamii (1982), que
ha influido en la formacion de muchas maestras y maestros. El juego
heuristico, con sus variantes como el cesto de otofio, y las bandejas de
experimentacidn, son practicas que tienen su origen en enfoques innovadores
de la educacion infantil (Goldschmied y Jackson, 2000), a las que con
posterioridad se ha atribuido un papel importante de cara al aprendizaje de las
matematicas (Edo, 2012). También hemos visto ejemplos de notaciones
numeéricas en nifios de dos afios, inspiradas (0 que, al menos, nos recuerdan)
el enfoque de la matematica emergente (Carruthers y Worthington, 2008).

Los profesionales de primer ciclo de educacion infantil van creando
entornos y seleccionando experiencias con origenes e influencias didacticas
diversas, tratando de amalgamarlos dentro de una propuesta coherente que
refleja una concepcion, profundamente educativa, del ciclo de 0 a 3 afios. Para
acompanarles en este viaje, sentimos la necesidad de reflexionar
continuamente sobre lo que hacemos como educadores, sobre nuestras
propuestas, y sobre la actividad infantil que surge como respuesta a las
mismas. Necesitamos teorias para interpretar lo que ocurre en el aula y para
guiar nuestros pasos siguientes. Necesitamos herramientas para pensar,
porque las preguntas que nos hacemos superan con mucho a nuestras
respuestas, siempre provisionales. Esperamos que nuestra propuesta sirva a
los lectores para seguir pensando con nosotros las matematicas de 0 a 3 afos,
tratando de articular las teorias con las practicas.
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